—— zakon brojeva

Matematika za zivot

Kad razmisljamo o obrazovanju,
onda je svakako jedan od o¢ekivanih
ciljeva da ¢e nam ono omoguditi
stjecanje znanja potrebnih za kasnije
dobro funkcioniranje u zivotu. Posebno
je to slu¢aj sa znanjima iz matematike —
ocekujemo da smo tijekom obrazovanja
stekli znanja koja mozemo rabiti pri
svakodnevnoj kupovini, pri ra¢unanju
koliko nam plocica treba za pod u
kupaonici, kolika ¢e nam biti rata
kredita... da ne govorimo o slozenim
matematic¢kim znanjima i vjeStinama
potrebnim u mnogim tehnickim ili
prirodnjackim strukama.

Stjecanje predmatematickih i
matematickih znanja zapodinje vrlo
rano. Istrazivanja pokazuju da veé i
kod beba starih oko 6 mjeseci mozemo
uoditi neka od tih znanja. Tako su
primjerice bebe sposobne uociti
jednakost ili razliku medu skupovima
koji imaju do Cetiri elementa (Klein i
Starkey, 1987.). Do tog zakljucka doslo
se ispitujudi habituaciju. Habituacija je
vrijeme koje bebe provedu gledajudi u
neki podrazaj — ukoliko im je podrazaj
poznat, gledaju ga krade, a ako je nov,
dulje zadrzavaju pozornost na njemu.
Bebama su prikazivali slike na kojima
su bili skupovi od primjerice tri objekta.
Slika se od slike razlikovala po velic¢ini
objekata, njihovom obliku, medusobnoj
udaljenosti, teksturi i svjetlini, no na
svakoj slici su bila tri objekta. Nakon
nekog vremena bebe su sve krace
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slici bio vedi od etiri, nisu bile vise

sposobne za razlikovanje, dakle jednako

dugo promatraju nizove od 6 objekata

kao i novu sliku od 5 objekata. Tek s

tri ili Cetiri godine Zivota djeca mogu

razlikovati skup od éetiri elementa od
skupa od pet ili Sest elemenata (Starkey

i Cooper, 1980.).

Tijekom druge godine Zivota djeca
naude nazive brojeva, roditelji ili bake
i djedovi ih spominju penjudi se s
mali$anima uza stube, odbrojavaju
korake u Setnji, recitiraju brojalice.

No u toj dobi djeca ne pridruzuju

tim imenima uobicajeno znacenje

koje im pridruzuju odrasli (Wynn,

1992.). Djeca su u stanju ponavljati

ili samostalno govoriti: »jedan, dva

tri, jedan dva, tri» a da im pritom

nazivi brojeva nista ne znade, odnosno

predstavljaju samo dio rituala penjanja
uza stube. Tijekom tre¢e godine pocinje
stvarno ucenje brojenja. lako odraslima
zvudi sasvim jednostavno, brojenje je
slozena aktivnost koja ukljucuje ¢itav

niz nacela (Gelman i Meck, 1986.,

Nunes i Bryant, 1996.):

* nacelo pridruZivanja jedan prema
jedan — svakom predmetu moze se
pridruziti samo jedan broj;

* nacelo ordinalnosti — brojevi su
poredani od manjeg prema veéem
(poloZaj u nizu je stalan);

* nacelo kardinalnosti — zadnji
izgovoreni broj predstavlja ukupan
broj predmeta u skupu;

* nacelo prebrojivosti — bez obzira
koliko je elemenata u skupu, oni se
mogu prebrojiti;

* nacelo nevainog redoslijeda —
promjena redoslijeda pridruzivanja
brojeva ne mijenja nista — moze se
poceti brojati s bilo koje strane;

* nacelo konzervacije — bez obzira na
prostorni raspored, broj predmeta je
stalan;

e nacelo tranzitivnosti — stalnost
u usporedbi izmedu i ili viSe
predmeta (A> B, B > C, A> C);

e nacelo reverzibilnosti —
razumijevanje reverzibilnog odnosa
zbrajanja i oduzimanja (5+2-2=5),
dakle ako nekom skupu dodamo i
odmah oduzmemo isti broj, stanje

se ne mijenja.

Nacela brojenja ne usvajaju se
istodobno, neka prethode drugima pa
tako tek ¢etverogodisnjaci razumiju
princip kardinalnosti, tj. da je broj
elemenata u skupu jednak zadnjem
broju izre¢enom tijekom brojenja.
Mlada djeca mogu uspjesno prebrojiti
elemente u skupu, ali ne znaju
odgovoriti na pitanje: ‘Koliko ovdje ima
auti¢a (pikula, bombona)?’

Otprilike u dobi od ¢etiri do pet
godina djeca postaju sposobna odgovoriti
i na probleme ordinalnosti: ‘Sto je vise:
pet ili $est jabuka?” Sto su spomenuti
brojevi pritom medusobno bliZe na
brojevnom pravcu, to im vide vremena
treba za odgovor (Donaldson i Balfour,
1968.). Dakle, djeca ¢e puno brze
odgovoriti na problem: ‘Petar ima 3
olovke, a Igor ima 8 olovaka. Tko ima vise’
nego na pitanje ‘Petar ima 6 olovaka, a
Igor ima 8 olovaka. Tko ima vise?’

Takoder, kad je rije¢ o nacelima
brojenja, mnoga djeca ih nisu u stanju
verbalizirati ali ih uspjesno primjenjuju,
a ta je vjestina vrlo vazna za kasnije
matematicko postignude.

Prije pocetka formalnog $kolovanja
djeca usvoje mnoga matematicka
znanja: obi¢no svladaju brojenje
do 10, razlikuju glavne i redne
brojeve, te nauce pisane simbole za
jednoznamenkaste brojeve (Sinclair i
Sinclair, 1986.).

Predskolska djeca znaju i zbrajati i
oduzimati u skupu do 10, a pritom za
zbrajanje rabe razlicite strategije (Fuson,
1990.):

* prebrojavanje elemenata (1, 2, 3,
4...7);

* nastavljanje prebrojavanja na jedan
od pribrojnika, pri ¢emu djeca brzo
nauce da je lak3e nastaviti od veéeg
pribrojnika (4 + 3 kao ¢etiri, pet,
Sest, sedam);

* rastavljanje pribrojnika na jednake
brojeve i pribrajanje ostatka (3 + 3 =
6ijos1ije7);

* dozivanje informacije iz dugoro¢nog
pamcéenja).

Sli¢ne su i dje¢je strategije za
oduzimanje (Siegler, 1987.):

* podizanje u zrak prstica koji

predstavljaju umanjenik, spustanje
onoliko prstica koliko iznosi
umanjitelj i prebrojavanje ostatka;

* ista operacija bez konkretnih
objekata, samo broje¢i naglas;

* uporaba prsti¢a za prikazivanje
umanjenika i umanjitelja, ali
preostale prsti¢e ne prebrojavaju veé
samo izricu njihov broj;

* dozivanje rezultata iz dugoro¢nog
pamcenja.

Dozivanje iz dugorocnog pamcenja
Djeca mogu istodobno rabiti
vise razlicitih strategija zbrajanja i
oduzimanja, no najce$ée su usmjerena
na jednu do dvije. U $koli obi¢no
trazimo da traZeno rjeSenje dozovu
iz dugoro¢nog paméenja. Medutim
to je moguce ako su djeca vise puta
pohranila to¢nu informaciju u
dugoroéno paméenje, a to mogu udiniti
jedino ako su prethodno rabila ove
‘nize’ strategije. Dakle uporaba tih
strategija nije zabranjena, naprotiv, ona
¢e osigurati da u dugoro¢no paméenje
bude pohranjena to¢na informacija i tek
nakon puno uporabe ‘nizih’ strategija
dijete moze koristiti i dozivanje iz
dugoroénog paméenja. Drugim
rije¢ima, treba dopustiti djeci da rabe i
ostale strategije jer ¢e njihova uporaba
dovesti do kasnijeg to¢nog rezultata pri
uporabi Zeljene ‘sloZenije’ strategije.
Brojenje te zbrajanje i oduzimanje
djeca koriste kako bi rijesila probleme
iz stvarnog zivota pa su tako predskolci
vrlo uspjesni pri rjesavanju nekih
vrsta problemskih zadataka. No
pokazuje se da s poc¢etkom formalnog
obrazovanja za mnogu djecu zapocinju
i teS8kode vezane uz uenje matematike
te otprilike 6.5% osnovnoskolske
djece ima teskoc¢a u matematici.
Pri tome neka djeca imaju teskoca
zbog razvojnog zaostajanja u izvedbi
aritmetickih procedura. Oni rabe iste
strategije kao i vr$njaci, ali izvode ih
s manje sigurnosti i brzine. Ponekad
se teskode u matematici preklapaju i
s razvojnim zaostajanjem u Citanju i
pisanju. Zanimljivo je da to razvojno
zaostajanje veéina djece nadoknadi
negdje do kraja drugog razreda
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osnovne $kole i onda kasnije napreduju
jednakim tempom kao i njihovi
vr$njaci. Druga vrsta problema koju
imaju neka djeca vezana je uz dozivanje
matematickih ¢injenica iz dugoroénog
pamcenja. Potrebno im je dulje vrijeme
za dosjecanje jednostavnih rezultata
nego njihovim vr$njacima. Sustavno
uvjezbavanje, u tom slucaju, nazalost,
ne dovodi do Zeljenih ucinaka i ovaj
deficit zadrzava se tijekom cijelog
osnovnoskolskog razdoblja, a vjerojatno
i kasnije. Neka istrazivanja govore i o
relativno lo$oj radnoj memoriji djece
e —

s takvim tesko¢ama u matematici: oni
mogu zapamtiti manje zadanih brojeva,
a i broje sporije od druge djece.

No zanimljivo je da matematiku
smatra teSkom i ve¢ina ostale djece,
dakle ona koja ne bi trebala imati
nikakvih objektivnih teskoéa u
svladavanju matematickih sadrzaja.

Cinjenica je da ponekad postoji
neuskladen odnos $kolskog poucavanja
i dje¢jeg kognitivnog razvoja. U
osnovnoskolskom razdoblju ucenici
prolaze dvije faze kognitivnog razvoja.
Na pocetku $kolovanja su na prelasku
iz predoperacionalne razvojne faze u
fazu konkretnih operacija, a krajem
Sestog razreda vedina djece ulazi u fazu
formalnih operacija.

U fazi konkretnih operacija (izmedu
sedam i jedanaest godina) dijete moze
stvarati pojmove, uvidati odnose i
rjeSavati probleme samo ako radi s
poznatim ili konkretnim predmetima.
Sposobno je razumjeti da koli¢ina ostaje
ista bez obzira na raspored u prostoru,
moze slagati predmete prema nekom
mjerljivom svojstvu, npr. od najmanjeg
do najveéeg, moze zakljucivati o
odnosu izmedu dva predmeta na
temelju znanja o njihovom odnosu
prema tre¢em predmetu, sposobno
je predmete klasificirati s obzirom na
neka svojstva. Misljenje djece postaje
reverzibilno, mogu logicki baratati s
vise dimenzija istodobno. Dijete u fazi
konkretnih operacija vidi situacije i iz
perspektive drugih a ne samo iz svoje
perspektive, sve ¢es¢e logi¢no razmislja
i javljaju se zaceci uzro¢no-posljedi¢nog
zakljucivanja.

U razdoblju formalnih operacija (od
dvanaest godina nadalje) razmigljanje
postaje sve apstraktnije. Dijete moze
zamisljati hipotetske situacije sluzedi se
apstrakenim pojmovima, moze rjesavati
probleme koji uklju¢uju proporcionalno
i analogijsko misljenje. U ovoj fazi svog
kognitivnog razvoja djeca su sposobna
za generalizacije pa na temelju uvida u
jedan slucaj mogu zakljucivati $to ¢e se
dogoditi u sli¢noj situaciji.

Ukoliko program od
desetogodisnjaka zahtijeva rezoniranje
na razini formalnih operacija, ve¢ina
njih tome ne¢e modi udovoljit, ali valja
znati da nid svi trinaestogodi$njaci nisu
u fazi formalnih operacija pa ¢e zahtjevi
realisti¢ni za vedinu ucenika Sestog ili
sedmog razreda nekima od njih biti
razvojno preteski.

Sto je posao ucitelja matematike?
Drugi je problem zbog kojeg djeca
vide matematiku kao tezak predmet
onaj da poucavanje matematike moze
biti neprimjereno. Skolsko poudavanje
trebalo bi se nadovezivati na djedja
svakodnevna iskustva. Sto je jasnija
primjena onoga o ¢emu pouka govori,
to ¢e biti bolji i trajniji njezini rezultati.
No 8kolsko poucavanje matematike
zapodinje s brojkama i ra¢unanjem

a ne rjeSavanjem problema i takva
pouka se kasnije nastavlja pa su Cesto
vaznije matematicke operacije nego
problemi. Stariji, asocijacionisticki
pristup pouc¢avanju matematike
insistira na uvjezbavanju postupaka.
Ucenik treba korak po korak usvojiti
konvencionalnu proceduru i tako ¢e
nau¢iti matematiku. Ustrajavanje na
poucavanju proceduralnog dovodi do
rezultata koje prikazuju Bisanz i Dunn
(1995.). Oni su ispitanicima zadavali
nizove zadataka u kojima je trebalo
pribrojiti i oduzeti isti broj (npr. 6+4-
4). Sestogodi$njaci i odrasli ispitanici
nisu pri ovakvim zadacima racunali
zbroj i razliku, ve¢ su izravno davali
rjeSenja. No devetogodisnjaci su sve
racunali vjerujudi da u $koli moraju
uvijek racunati. Kod njih je nau¢eno
izvodenje postupka imalo prednost pred
razumijevanjem jednog od temeljnih
nacela — nacela reverzibilnosti.

Drugi pristup poucavanju je
kognitivisticki koji smatra da valja
poucavati i razjasniti pojmove
(koncepte) i omoguditi djeci da
organiziraju kognitivne sheme. Prema
kognitivistima, $skolsko poucavanje
mora uzeti u obzir dje¢ja neformalna
znanja, a istrazivanja pokazuju da djeca
mogu uspje$no rjesavati vrlo sloZene
matematicke probleme ukoliko je
situacija u zadacima vezana uz njihovo
Zivotno iskustvo (Saxe, 1988.; Baranes
i sur., 1989.). Oni drze da je vazno
ucenike pouciti strateski razmisljati
na poznatim situacijama i onda ée biti
sposobni to znanje primijeniti u novim
situacijama. Ukoliko se matematika
poucava kroz razumijevanje pojmova
i rjeSavanje problema, i razumijevanje
postupaka ¢e biti bolje. Naravno,
neke postupke valja uvjezbati do
automatizma (primjerice tablicu
mnozenja), ali najvaznije je razumjeti
kada i kako te postupke uporabiti.

I da se vratimo na pocetak ovog
teksta. Sto je to matematika za Zivot i
kako se ona uci?

Istrazivanja dje¢jih matematickih
postignuda pokazuju da su
konstruktivisti bili u pravu govoreéi da
je posao ucitelja:



pomo¢i uceniku da nadograduje
na postojeée znanje (djeca imaju
neformalna matematicka znanja i na
njima treba graditi nova);
omoguciti uéeniku slobodu za
njegove vlastite konstrukcije
(predesto u matematici dopustamo
samo nacine rjesavanja koji

su propisani programom a ne
uvazavamo da djeca mogu imati
svoje vlastite strategije koje mogu
odli¢no funkcionirati);

osigurati atmosferu u kojoj
rasprava pomaze izgradnji
ucéenikova znanja (o matematici
se u razredima premalo raspravlja
— nastava je usmjerena na to¢no
rjesavanje zadataka a ne na
atmosferu rasprave o putovima
rjesavanja problema);

ucenje se moze odigravati i kroz
kognitivni konflikt pred koji ucitel;j
stavlja u¢enika kao bi preispitao
svoja znanja (precesto poucavamo
tako da izravno serviramo rjesenja
umjesto da uéenicima ponudimo
situacije u kojima sami moraju nadi
odgovore na nejasnoce i dvojbe);
pripremiti manipulativne materijale
ili ilustracije nuzne za poucavanje

s razumijevanjem (u poucavanju
matematike rabimo manipulativne
materijale, ali relativno brzo
odustajemo od njih iako su ucenici
sve negdje do 6. razreda u razvojnoj
fazi konkretnih operacija);
osigurati socijalnu interakciju —
ucenik ¢e biti potaknut reakcijama
drugih uc¢enika (matematika se

vilo &esto poucava kao samostalno
rjeSavanje zadataka, a ucenici bi
mogli puno nauditi u medusobnoj
interakciji i razmjeni strategija,
posebice losiji u¢enici koji ne mogu
sami do¢i do novih nacina rjesavanja
zadataka);

suoditi u¢enike s bogatom
okolinom, slozenim situacijama
koje ¢e potaknudi rjesavanje
problema (racunanje nije izazov ali
rjeSavanje slozenih problema jest, a
to je ujedno i priprema za onakvu
matematiku s kojom ¢emo se
susretati u stvarnom zivotu).

ONCIE
IROLIECA
Ac

Fale Wt
Uas

Reference:

Baranes, R., Perry, M., Stigler, J. (1989.): Activation of real-world knowledge in the solution of
word problems, Cognition and Instruction, 6, 287-318.

Bisanz, J., Dunn, M. (1995.): Effects of age and schooling on the acquisition of elementary
quantitative skills, Developmental Psychology, 31, 221-237.

Donaldson, M., Balfour, G. (1968.): The less is more: A study of language comprehension in in
mathematical tasks, Review of Educational Research, 59,185-213.

Fuson, K. (1990.): Conceptual structures for multiunit numbers: Implications for learning and
teaching multidigit addition, subtraction and place value, Cognition and Instruction, 7,4,343-
403.

Gelman, R., Meck, E. (1986.): The notion of principle: The case of counting, U: Hiebert,

J. (ur.): Conceptual and procedural knowledge: The case of mathematics, (29-58), Hillsdale:
Lawrence Erlbaum Associates.

Klein, A., Starkey, P. (1987.): The origins and development of numerical cognition: A
comparative analysis, U: Sloboda, J. A., Rogers, D. (ur.) Cognitive processes in mathematics.
(1-25), Oxford: Claredon Press.

Nunes, T., Bryant, P. (1996.): Children doing mathematics, Cambridge: Blackwell.

Saxe, G. B. (1988.): The mathematics of child street vendors, Child Development, 59, 1415-
1425.

Siegler, R. S. (1987.): Strategy choices in subtraction. U: Sloboda, J. A., Rogers, D.(ur.)
Cognitive processes in mathematics.(81-106), Oxford: Claredon Press.

A. (1986.): Children’s mastery of written numerals and the construction
of basic number conceprs, U: Hiebert, J.(ur.): Conceptual and procedural knowledge: The case of
mathematics, (59-74), Hillsdale: Lawrence Erlbaum Associates.

Starkey, P, Cooper, R. S. (1980.): Perception of numbers by human infants, Science, 210,
1033-1035.

Wynn, K. (1992.): Childern’s acquisition of the number words and the counting system,
Cognitive Psychology, 24, 220-251.

Sinclair, H., Sinclair,



